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Аннотация. Анализ формы объекта – проблема, которая связана такими областями, как гео-
метрия, топология, обработка изображений, машинное обучение или вычислительная анатомия.
При анализе формы оценивается деформация между исходной и терминальной формой объекта.
Наиболее используемой моделью анализа формы является модель диффеоморфного метрического
отображения больших деформаций (Large Deformation Diffeomorphic Metric Mapping – LDDMM).
Модель LDDMM может быть дополнена функциональной негеометрической информацией объек-
тов (объем, цвет, момент времени формирования). В работе рассмотрены алгоритмы построения
множеств баркодов для сравнения диффеоморфных изображений, которые являются веществен-
ными значениями, принимаемыми персистентными гомологиями. Отличительной особенностью
использования персистентных гомологий по отношению к методам алгебраической топологии яв-
ляется получение большего количества информации о форме объекта. Важным направлением
применения персистентных гомологий является изучение инвариантов больших объемов данных.
Предлагается метод, основанный на персистентных когомологиях, который объединяет техно-
логии персистентных гомологий с внедренной негеометрической информацией, представленной
в виде функций от симплициальных комплексов. Предлагаемая структура расширенных барко-
дов с использованием когомологий повышает эффективность методов персистентных гомологий.
Предложена модификация метода Вассерштейна для нахождения расстояния между изображени-
ями введением негеометрической информации. Рассмотрена возможность формирования баркодов
изображений инвариантных к преобразованиям вращения, сдвига и подобия.
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Введение
Существуют различные методы решения задачи сравнения форм исходного изоб-
ражения и терминального (целевого) изображения [1, 2]. Для анализа деформаций
изображения от исходного к целевому в [3] рассматривается группа диффеоморфиз-
мов, а деформация рассматривается как геодезическая (кратчайший путь) между
исходным и целевым изображениями. Задача сравнения исходного и целевого изоб-
ражений решается на основе метода построения минимизируемого функционала [3],
характеризующего эволюцию диффеоморфного преобразования изображения от на-
чального до терминального, и штрафа за отклонение траектории изображения от
требуемой траектории. Для решения задачи сравнения применяется метод частиц-
ориентиров (наиболее важных точек на изображении) [4]. В работе приводится по-
становка задачи, основанная на построении и решении уравнений Гамильтона для
группы диффеоморфизмов частиц – точечных ориентиров изображения.
В случае анализа формы объекта используются геометрические, спектральные,
топологические характеристики объекта. Геометрические характеристики объек-
та могут изменяться при диффеоморфных деформациях. Характеристики формы,
определяемые топологическими методами, не зависят от координатного представле-
ния рассматриваемой формы и являются инвариантными при диффеоморфных пре-
образованиях. Основные методы топологии заключаются в создании сжатых ком-
бинаторных представлений форм (например, триангуляции) и измерении формы
объекта с помощью гомологических сигнатур.
В работе применяются алгоритмы построения множеств персистентных барко-
дов [5] для сравнения диффеоморфных изображений, которые являются веществен-
ными значениями, принимаемыми персистентными гомологиями. Нахождение пер-
систентных баркодов форм объектов позволяет изучать как непрерывные, так и дис-
кретные структуры, что делает их использование полезным в вычислительной то-
пологии. Отличительной особенностью использования персистентных гомологий по
отношению к методам алгебраической топологии [6] является получение большего
количества информации о форме объекта. Важным направлением применения пер-
систентных гомологий является изучение инвариантов больших объемов данных. В
дополнение к геометрической информации, существует широкий спектр негеомет-
рической информации, которая ассоциируется с симплексами, представляющими
изображение (цвет, момент времени формирования, давление пера и т.д.), которая
не описывается персистентной гомологией. Желательно иметь математическую ос-
нову для систематического внедрения как геометрической, так и негеометрической
информации в единые топологические описания. Для этого предлагается метод, ос-
нованный на персистентных когомологиях, который объединяет технологии перси-
стентных гомологий с внедренной негеометрической информацией, представленной
в виде функций от симплициальных комплексов. Для это баркоды персистентных
гомологий расширяются функциями от симплексов для представления разнородной
информации. Предлагаемая структура расширенных баркодов с использованием ко-
гомологий повышает эффективность методов персистентных гомологий.
Для нахождения расстояния между изображениями при распознавании образов
предлагается метод Леонида Вассерштейна модифицировать и в формулу для рас-
стояния между изображениями, определяемого по баркодам персистентных гомо-
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логий, ввести негеометрическую информацию о расстоянии между изображениями,
обусловленную неравенствами функций исходного и терминального изображений
соответствующих симплексов.
Гамильтонова механика точечных ориентиров
изображения
Представление диффеоморфного отображения изображений можно рассмотреть
как эволюцию точечных ориентиров (наиболее важных точек) изображения на ос-
нове гамильтоновой механики. Рассмотрим параметризацию формы изображения
с помощью частиц – точечных ориентиров. Пусть 𝑞𝑖 (𝑡) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , используется
для обозначения вектора положения 𝑖-й частицы и 𝑝𝑖 (𝑡) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , – для соот-
ветствующего вектора импульса в момент времени 𝑡. Если формально принять, что
импульсы и скорости частиц связаны соотношением: 𝑝𝑖 = ℒ · 𝑣𝑖, где ℒ – линейный
обратимый оператор (в механике соответствует инертной массе), то обратное соот-
ношение: 𝑣𝑖 = ℒ−1 · 𝑝𝑖 = 𝒦𝑝𝑖. Скалярное произведение векторов 𝑝𝑖 и 𝑣𝑖, соответству-
ющее метрике С.Л. Соболева [7], можно представить в виде: ⟨𝑝𝑖, 𝑣𝑖⟩𝐿2 = ⟨ℒ𝑣𝑖, 𝑣𝑖⟩𝐿2 .
Для оператора ℒ = id − 𝛼∇2 в пространстве Ω = R2 обратным оператором фор-
мально является оператор 𝒦 = ℒ−1, который можно аппроксимировать скалярной
функцией Гаусса [2]:
𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) = 𝛽𝑒−𝛼−2(𝑞𝑖−𝑞𝑗)𝑇 (𝑞𝑖−𝑞𝑗).
Построим минимизируемый функционал, который соответствует деформации изоб-









𝑝𝑇𝑖 𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) 𝑝𝑗
}︃
𝑑𝑡.
Минимизация 𝐽0 должна осуществляется по значениям векторов 𝑞𝑖, 𝑞𝑗 и 𝑝𝑖, 𝑝𝑗. Но
значения векторов 𝑞𝑖, 𝑞𝑗 определяются начальными значениями 𝑞𝑖 (0) , 𝑞𝑗 (0), поэто-
му минимизация осуществляется по начальным неизвестным значениям векторов
𝑝𝑖 (0) , 𝑝𝑗 (0). Задачу минимизации 𝐽0 можно представить как задачу оптимального
управления, связанную с гамильтонианом: 𝐻0 (𝑞, 𝑝) = 12
𝑁∑︀
𝑖,𝑗=1
𝑝𝑇𝑖 𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) 𝑝𝑗.
Если минимизируемый функционал 𝐽0 принять в виде (3), а гамильтониан си-
стемы в форме:






















𝐾 (𝑞𝑖 − 𝑞𝑗) 𝑝𝑗 + 𝜎2𝑝𝑖.
(1)
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В функции Гамильтона 𝐻 (𝑞, 𝑝) вводится штраф 𝜎−2
𝑁∑︀
𝑖=1
(𝑞𝑖 − 𝜈𝑖 (𝑞))2 при наличии
рассогласования (𝑞𝑖 − 𝜈𝑖 (𝑞)).
Построение комплекса Вьеториса-Рипса
На основе оценивания функционала (см. (3)) можно построить алгоритм рас-
познавания изображений [7], но этот алгоритм требует проведения предваритель-
ной нормализации изображения и не является инвариантным по отношению пре-
образованиям координат. Поэтому алгоритмы распознавания, инвариантные по от-
ношению к преобразованиям координат (coordinate-free), являются актуальными
[8–10]; к таким алгоритмам относятся алгоритмы вычислительной топологии [11,12]
(см. Приложение 1).
Для сравнения изображений, представленных множеством точечных ориенти-
ров, в настоящей работе предлагается построение комплекса Вьеториса-Рипса из
точечных облаков этих ориентиров, построенных вокруг этих ориентиров. Рассмот-
рим построение симплициальных комплексов из точечных облаков вложенных в R𝑑.
Пусть задано множество точечных ориентиров 𝑆 = {𝑞1, ..., 𝑞𝑘} , 𝑞𝑖 ∈ R2. Комплекс
Вьеториса-Рипса 𝑅 (𝑟) представляет собой симплициальный комплекс, построенный
на множестве точек 𝑆; комплекс Вьеториса-Рипса имеет симплекс тогда, когда все
пары точек находятся на расстоянии, не превышающем 2𝑟 (см. Приложение 1):
𝑅 (𝑟) = {𝜎 = 𝑆| ‖𝑞𝑖 − 𝑞𝑗‖ ≤ 2𝑟, ∀𝑖, 𝑗}
.
При 𝑟 = 0, числа Бетти множества 𝑘 точек равны 𝛽0 = 𝑘, 𝛽𝑖 = 0, 𝑖 ≥ 1; характе-
ристика Эйлера 𝜒 = 𝛽0. При диффеоморфных преобразованиях множества 𝑘 точек
эти топологические характеристики не изменяются. При изменении 𝑟 ∈ R+ значения
чисел Бетти и характеристик Эйлера сформированного комплекса Вьеториса-Рипса
изменяются при соответствующих диффеоморфных преобразованиях. Существуют
точки появления 𝑟𝑏 (birth) и точки исчезновения 𝑟𝑑 (death) нетривиальных классов
гомологии (см. Приложение 1) и соответствующих чисел Бетти и характеристик
Эйлера. Горизонтальные полуинтервалы в 2D полуплоскости называются баркода-
ми { [𝑏𝑖 . . . 𝑑𝑖)| 𝑑𝑖 ≥ 𝑏𝑖 ≥ 0} (здесь 𝑖 – номер баркода). Баркоды, числа Бетти и ха-
рактеристики Эйлера для точечных облаков можно определить с помощью пакета
JavaPlex [13].
Персистентная гомология сохраняет следы появления 𝑏𝑖 и исчезновения 𝑑𝑖 клас-
сов гомологии вдоль фильтрации симплициального комплекса, обусловленной сор-
тировкой {𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑙}, которая включает в себя информацию о гомологии
каждого фиксированного симплициального комплекса при фильтрации {𝑋 (𝑥𝑖)}.
Группы гомологий 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥𝑖)) могут быть представлены в виде векторных про-
странств. Карта включения, связывающая группы, индуцирует последовательность
линейных преобразований на векторных пространствах:
𝐻𝑘 (𝑋(𝑥0)) → 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥1)) → . . .→ 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥𝑙)) .
Если существует функционал 𝒴 (𝒳 ), который принимает значения на цепи 𝒳 ,
что можно записать в виде 𝒴 (𝒳 ) = ⟨𝒴 ,𝒳⟩, то определение кограничного оператора
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𝑑𝑛 : 𝐶
𝑛−1 → 𝐶𝑛 принимает форму определения сопряженного линейного оператора:
⟨𝑑𝑛𝒴 ,𝒳⟩ = ⟨𝒴 , 𝜕𝑛𝒳⟩ ,𝒳 ∈ 𝐶𝑛,𝒴 ∈ 𝐶𝑛−1; 𝑑𝑛+1𝑑𝑛 = 0.
Определим группы 𝑛-мерных коциклов 𝑍𝑛 = Ker (𝑑𝑛) и 𝑛-мерных кограниц 𝐵𝑛 =
Im (𝑑𝑛−1). Факторгруппа 𝐻𝑛 = 𝑍𝑛/𝐵𝑛 называется 𝑛-мерной группой когомологий
коцепного комплекса. Для персистентных когомологий можно построить диаграм-
му (см. Приложение 2):
𝐻𝑘 (𝑋(𝑥0),R) ← 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥1),R) ← . . .← 𝐻𝑘 (𝑋(𝑥𝑙),R) .
Из теоремы универсальности коэффициентов [6] для когомологий следует, что
существует изоморфизм между группой гомологий 𝐻𝑘(𝑋) и группой когомологий
𝐻𝑘(𝑋,R). Это свойство означает, что персистентные гомологии и персистентные
когомологии имеют одинаковые баркоды.
Пример 1. В таблице 1 приведен пример построения комплекса Вьеториса-
Рипса для четырех облаков точек с центрами в вершинах 𝑞1 = (0, 1), 𝑞2 = (−1, 0),
𝑞3 = (0,−1), 𝑞4 = (1, 0), при 𝑟 = 1.0, 𝑟 = 1.5 и 𝑟 = 2.5 с указанием чисел Бетти и
характеристик Эйлера.
Для полученного комплекса Вьеториса-Рипса можно получить следующие бар-
коды: в размерности 0: 3[0 . . . 1.414); [0 . . .∞); в размерности 1: [1.414 . . . 2).
Модифицированное расстояние Вассерштейна
С учетом когомологий на симплексах (точках, отрезках, треугольниках . . . ) в ра-
боте предлагается расширить баркоды соответствующими значениями коцепей. Рас-
ширенный баркод может быть представлен тремя элементами: значением появления
баркода 𝑏 (birth), значением исчезновения баркода 𝑑 (death) и значением функции
на заданной цепи симплекса 𝑓 . Для заданных расширенных баркодов одинаковой








𝑗∈𝐽 , где 𝑗 ∈ 𝐽 – номер симплекса,
полученный отображением симплекса с номером 𝑖 ∈ 𝐼: 𝑗 = 𝜑 (𝑖), можно вычислить
расстояние между 𝐵 и 𝐵′, аналогичное расстоянию Вассерштейна. Определяем рас-
стояния между двумя соответствующими баркодами:
∆𝑏 ([𝑏, 𝑑) , [𝑏
′, 𝑑′)) = max {|𝑏− 𝑏′| , |𝑑− 𝑑′|} ,







𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥− (𝑑′ − 𝑏′)−1
𝑑′∫︁
𝑏′′
𝑓 ′ (𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .









𝑓𝑖 − 𝑓 ′𝑗
⃒⃒
. (2)
Определим расстояние между изображениями, обусловленное неравенствами гра-
ниц баркодов исходного и терминального изображений (расстояние Вассерштейна):
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Таблица 1. Пример построения комплекса Вьеториса-Рипса
Table 1: An example of building a Vietoris-Rips complex

























. Расстояние между изображения-












Модифицированное расстояние Вассерштейна можно определить из соотноше-
ния для евклидовой метрики:
𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵
′) = (𝜇𝑏 · 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′)2 + 𝜇𝑓 · 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′)2) 12 , (4)
где 𝜇𝑏 – весовой параметр для 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′) и 𝜇𝑓 – весовой параметр для 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′).
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Пример 2. Рассмотрим (в нотации JavaPlex) объект из 5 точек:
points_House = [−1, 0; 1, 0; 1, 2; 0, 3; −1, 2],
аналогичный примеру «House example» из [13], и объект из 5 точек:
points_House1 = [1, 3; −1, 3; −1, 1; 0, 0; 1, 1],
полученный вращением относительно точки [0; 0] на угол 𝜋 с переносом на век-
тор [0; 3].На рисунках 1.a и 1.b представлены изображения объектов House и House1.
a) House b) House1
Рис. 1. Изображения объектов House и House1
Fig. 1. Images of House and House1 objects
На рисунках 2.a и 2.b представлены баркоды персистентных гомологий изобра-
жений объектов House и House1.
a) House b) House1
Рис. 2. Баркоды персистентных гомологий изображений House и House1
Fig. 2. Barcodes of persistent homologies of images of House and House1
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Расстояние между изображениями, обусловленное неравенствами границ барко-
дов исходного и терминального изображений House и House1, равно 𝑑𝑊,2 (𝐵,𝐵′) = 0,
то есть гомологические характеристики объектов House и House1 совпадают.
Поставим в соответствие каждому симплексу нулевой размерности (точке) зна-
чение функции в соответствии с таблицей 2. Значение функции для объекта House
возрастает при обходе против часовой стрелки, для объекта House1 – возрастает
при обходе по часовой стрелке.
Модифицированное расстояние Вассерштейна между объектами House и House1
в этом случае равно расстоянию, обусловленному неравенствами функций исходного
и терминального изображений:
𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵
′) = 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′) = 4, 47;𝜇𝑏 = 1, 𝜇𝑓 = 1.
Таблица 2. Сопоставление значения функции каждой точке
объектов House и House1












1 [−1 0]𝑇 𝑓 (1) = 1 [1 3]𝑇 1
2 [1 0]𝑇 𝑓 (2) = 2 [−1 3]𝑇 5
3 [1 2]𝑇 𝑓 (3) = 3 [−1 1]𝑇 4
4 [0 3]𝑇 𝑓 (4) = 4 [0 0]𝑇 3
5 [−1 2]𝑇 𝑓 (5) = 5 [1 1]𝑇 2
Инвариантность по отношению к преобразованию
подобия
Построение баркодов инвариантно по отношению действию евклидовой группы
на точки симплициального комплекса, но по отношению к преобразованиям подобия
инвариантность отсутствует.
Значение функции подобия 𝑆 (𝑝, 𝑞) больше, когда две точки 𝑝, 𝑞 находятся бли-
же друг к другу. Свойства подобия: 1) положительная определенность 𝑆 (𝑝, 𝑞) ≥
0, ∀ (𝑝, 𝑞); 2) 𝑆 (𝑝, 𝑞) = 𝑆 (𝑝, 𝑝) ⇔ 𝑝 = 𝑞, ∀ (𝑝, 𝑞); 3) 𝑆 (𝑝, 𝑞) = 𝑆 (𝑞, 𝑝) , ∀ (𝑝, 𝑞). Рас-
стояние между точками 𝑝 = (𝑝1, ..., 𝑝𝑛) , 𝑞 = (𝑞1, ..., 𝑞𝑛) в евклидовом 𝑛-мерном про-




(𝑝𝑖 − 𝑞𝑖)2. Функция
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расстояния между точками обладает свойствами подобия, но дополнительно инва-
риантна по отношению действию евклидовой группы (сдвиг, вращение, отражение).
Обеспечим инвариантность баркодов по отношению к преобразованиям группы
изотропного подобия 𝑓 : R𝑛 → R𝑛 : 𝑑 (𝑓(𝑝), 𝑓(𝑞)) = 𝑟 ·𝑑 (𝑝, 𝑞) ; 𝑟 ∈ R+. Будем считать,
что отображение можно представить в виде:
𝑓 (𝑝) = 𝑟 · 𝐴 · 𝑝 + 𝑡, (5)
где 𝐴 ∈ 𝑂𝑛 (R) – ортогональная матрица (𝐴𝑇 = 𝐴−1); 𝑡 ∈ R𝑛 – вектор сдвига. Так
как баркоды инвариантны по отношению к действию группы вращений и группы
сдвигов, то модифицируем симплициальные комплексы с целью обеспечения инва-
риантности по отношению к преобразованию подобия в виде: 𝑓 (𝑝) = 𝑟 · 𝑝.
Рассмотрим симплициальный комплекс 𝑚 точек с координатами
𝑥1, . . . , 𝑥𝑚; 𝑥𝑖 ∈ R𝑛; 𝑖 ∈ [1 . . .𝑚], для которого найдем максимальное расстояние
𝑑max = max (𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗)) ; 𝑖, 𝑗 ∈ [1 . . .𝑚]. Центр этого комплекса определим из соот-
ношения 𝑥𝑐 = 𝑚−1
𝑚∑︀
𝑖=1
𝑥𝑖. Модифицируем точки комплекса: 𝑥𝑚𝑖 = (𝑥𝑖 − 𝑥𝑐) · 𝑑−1max; 𝑖 ∈
[1 . . .𝑚]. Тогда баркоды модифицированного комплекса будут инварианты не только
по отношению действию евклидовой группы, но и к преобразованию подобия [14].
Для точек points_House = [ -1,0; / 1,0; / 1,2; / 0,3; / -1,2 ] из примера 2 получим
𝑑max =
√
10, 𝑥𝑐 = [0, 1.4] и модифицированные точки:
points_House_modified = [ -0.32,-0.44; 0.32,-0.0.44; 0.32,0.19; 0,0.51; -0.32,0.19 ].
Сформируем другой комплекс, преобразованный из points_House, отображением
с 𝑟 = 2, 𝐴 = 𝐼, 𝑡 = 0: points_House2 = [ -2,0; 2,0; 2,4; 0,6; -2,4 ] c 𝑑max = 2
√
10 ,
𝑥𝑐 = [0, 2.4]. Тогда
points_House2_modified = [ -0.32,-0.44; 0.32,-0.0.44; 0.32,0.19; 0,0.51; -0.32,0.19 ]
и баркоды комплекса points_House2_modified совпадают с баркодами
points_House_modified, то есть инвариантны по отношению к преобразованию по-
добия.
Пример 3. Рассмотрим
∙ эллипс с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.866, который может быть аппроксимирован
16 точками:
points = [ 1,0; 0.92,0.33; 0.71,0.61; 0.38,0.8; 0,0.87; -0.71,0.61; -0.92,0.33; -1,0;
-0.92,-0.33; -0.71,-0.61; -0.38,-0.80; 0,-0.87; 0.38,-0.80; 0.71,-0.61; 0.92,-0.33; 1,0];
∙ окружность с радиусом 𝑟 = 𝑎 = 𝑏 = 1, которая может быть аппроксимирована
16 точками с координатами:
points = [1,0; 0.92,0.38; 0.71,0.71; 0.38,0.92; 0,1; -0.71,0.71; -0.92,0.38; -1,0; -0.92,-0.38;
-0.71,-0.71; -0.38,-0.92; 0,-1; 0.38,-0.92; 0.71,-0.71; 0.92,-0.38; 1,0];
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Рис. 3. Изображения эллипса с полуосями и их баркоды
Fig. 3. Images of an ellipse with semi-axes and their barcodes
Рис. 4. Изображения эллипса с полуосями и их баркоды
Fig. 4. Images of an ellipse with semi-axes and their barcodes
Рис. 5. Изображения эллипса с полуосями и их баркоды
Fig. 5. Images of an ellipse with semi-axes and their barcodes
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∙ эллипс с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155, который может быть аппроксимирован
16 точками с координатами:
points = [1,0; 0.92,0.44; 0.71,0.82; 0.38,1.07; 0,1.16; -0.38,1.07; -0.71,0.82; -0.92,0.44;
-1,0; -0.92,-0.44; -0.71,-0.82; -0.38,-1.07; 0,-1.16; 0.38,-1.07; 0.71,-0.82; 0.92,-0.44; 1,0].
Модифицированные координаты точек для эллипса 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155 при
𝑑max = 1.155 :
points=[0.87,0; 0.8,0.38; 0.61,0.71; 0.33,0.92; 0,1; -0.61,0.71; -0.8,0.38; -0.87,0;
-0.8,-0.38; -0.61,-0.71; - 0.33,-0.92; 0,-1; 0.33,-0.92; 0.61,-0.71; 0.8,-0.38; 0.87,0].
Изображения эллипсов и их баркоды представлены на рисунках 3-5.
Расстояние Вассерштейна между эллипсом с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.866 и эллип-
сом с полуосями 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155 после модификации координат точек комплекса
𝑑 = 0, 047, то есть пренебрежимо мало.
Эллипс 𝑎 = 1, 𝑏 = 1.155 может быть получен из эллипса 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.866 преоб-
разованием подобия с 𝑟 = 1.115 и поворотом на угол 𝜋/2. Таким образом, баркоды
персистентных гомологий модифицированных комплексов инвариантны по отно-
шению к преобразованиям вращения, сдвига и подобия. Расстояния Вассерштейна
между исходным комплексом и терминальным определяется без учета действия пре-
образований вращения, сдвига и подобия.
Пример 4. Рассмотрим пример сравнения подписей Наполеона, сформирован-
ных в 1809 и 1814 годах [7], на основе определения модифицированного расстояния
Вассерштейна между ними при различных динамических темпах написания подпи-
си. Сформируем объекты из 32 точек (в нотации JavaPlex [13]):
∙ points_1809 = [5.5,9.5; 7,0; 8,10; 6.5,8; 4,5.5; 8.2,9.5; 10.5,10; 9,9; 7,7; 7,6.2; 8.2,6.6;
8.5,5; 8.2,5; 8.1,4.7; 8.1,4.6; 8,4.3; 8,4.1; 7.9,3.9; 7.9,3.7; 7.8,3.4; 7.8,3.2; 7.7,3; 7,1.8;
11,7; 14,8; 16,8; 16,6; 11,3; 1,0; 10,0.8; 19,1.6; 27,2 ];
∙ points_1814 = [2,5.3; 4,8; 7.5,10; 5.5,7.2; 3.5,4.3; 7,7.7; 9.5,10; 9,8.7; 8.7,7.5; 8.5,7;
8.6,6.7; 8.7,6.4; 8.7,6.1; 8.8,5.9; 8.9,5.5; 9,5.3; 9,5; 9.1,4.8; 9.2,4.5; 9.3,4.2; 9.4,3.9;
9.4,3.6; 9.5,3.3; 12.5,6.7; 14,7.7; 18,8.7; 18,7.3; 9.5,3.3; 4,0; 14,3.3; 18,4.3; 27,5 ].
На рисунке 6 представлены изображения подписей Наполеона 1809 и 1814 годов.
На рисунках 7.a и 7.b представлены баркоды персистентных гомологий изображе-
ний подписей Наполеона 1809 и 1814 годов.
Расстояние между изображениями, обусловленное неравенствами границ барко-
дов нулевой размерности подписей 1809 и 1814 годов: 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′) = 8, 17.
Поставим в соответствие каждому симплексу нулевой размерности (точке) зна-
чение функции – момент времени написания этой точки. Если обе подписи формиро-
вались равномерно (с нулевым ускорением) в течение 2 секунд, то расстояние между
изображениями, обусловленное неравенствами функций исходного и терминального
изображений: 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′) = 0. Модифицированное расстояние Вассерштейна между
изображениями подписей 1809 и 1814 годов при 𝜇𝑏 = 1, 𝜇𝑓 = 1 в этом случае равно
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Рис. 6. Изображения подписей Наполеона 1809 и 1814 годов
Fig. 6. Images of Napoleon’s signatures 1809 and 1814
a) House b) House1
Рис. 7. Баркоды персистентных гомологий изображений
подписей Наполеона 1809 и 1814 годов
Fig. 7. Barcodes of persistent homology
of images of Napoleon’s signatures of 1809 and 1814
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расстоянию между изображениями, обусловленному неравенствами границ барко-
дов: 𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵′) = 𝑑𝑊,2(𝐵,𝐵′) = 8, 17. Если подпись 1809 года формировалась
равномерно (с нулевым ускорением) в течение 2 секунд (скорость 0,0645 точек/с), а
подпись 1814 года формировалась ускоренно (с ускорением 0,004162 точек/с2) в те-
чение 2 секунд (начальная скорость 0,002 точек/с), то расстояние между изображе-
ниями, обусловленное неравенствами функций исходного и терминального изобра-
жений составляет: 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′) = 2, 03. Модифицированное расстояние Вассерштейна
между изображениями подписей 1809 и 1814 годов при 𝜇𝑏 = 1, 𝜇𝑓 = 1 в этом случае
равно: 𝑑𝑀𝑊 (𝜇𝑏, 𝜇𝑓 , 𝐵,𝐵′) = (𝜇𝑏 · 𝑑𝑊,2 (𝐵,𝐵′) + 𝜇𝑓 · 𝑑𝑓 (𝐵,𝐵′))
1
2 = 8, 42.
Формирование сглаженного коцикла
Гладкость функций от симплексов может быть измерена лапласианом. Рассмот-
рим граф, ассоциированный с 𝑋𝑘, где каждый 𝑘-симплекс представлен узлом и
существует ребро, если два 𝑘-симплекса имеют непустое пересечение. Определим
элементы весовой матрицы 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) как
𝑤𝑖𝑗 =
{︂
𝜈(𝜎𝑖)𝜈(𝜎𝑗), 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 ̸= ∅,
0, else,
где 𝜈(𝜎𝑖) – размер 𝜎𝑖, например, площадь 2-симплекса. Размер 0-симплекса опреде-





, if 𝑖 = 𝑗, 𝑤𝑖 ̸= 0,
− 𝑤𝑖𝑗√
𝑤𝑖𝑤𝑗






𝑤𝑖𝑗. Гладкий коцикл ?¯? может быть получен решением задачи:
?¯? = arg min
𝛼∈𝐶𝑘−1(𝑋,R)
‖ℒ𝑊 (?ˆ? + 𝑑𝛼)‖2 . (7)
Коцикл ?ˆ? ∈ 𝐶𝑘 (𝑋,R) не всегда является точным. На основе построения гладкого
точного коцикла ?¯? = ?ˆ? + 𝑑𝛼 ∈ 𝐶𝑘(𝑋,R) симплициального комплекса решением за-
дачи (7) можно построить такой коцикл ?¯? ∈ 𝐶𝑘−1(𝑋,R), что действие кограничного
оператора 𝑑𝑘−1 на ?¯? приводит к ?¯?: 𝑑𝑘−1?¯? = ?¯?.
Пример 5. Рассмотрим симплициальный комплекс 𝑋 с пятью вершина-
ми (𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) и пятью ребрами (𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) единичной длины. 1-коцепь
𝜔1 = [1, 0, 0, 0, 0]
𝑇 ∈ 𝐶1(𝑋,R) является вещественным коциклом; значения функций
на ребрах: ?ˆ?(𝑒0) = 1, ?ˆ?(𝑒1) = ?ˆ?(𝑒2) = ?ˆ?(𝑒3) = ?ˆ?(𝑒4) = 0. Так как 𝜔1 = [1, 0, 0, 0, 0]
𝑇 не
является точной (𝜔 ̸= 𝑑0𝛼; ∀𝛼 ∈ 𝐶0(𝑋,R)), то найдем такую 0-коцепь ?¯? ∈ 𝐶0(𝑋,R),
которая решает задачу минимизации (7). Весовая матрица
𝑤𝑖𝑗 = 𝜈(𝜎𝑖)𝜈(𝜎𝑗) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0 0 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1
1 0 0 1 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ; 𝑤0 = 𝑤1 = 𝑤2 = 𝑤3 = 𝑤4 = 3,
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при 𝜈(𝜎𝑖) = 1, ∀𝑖 = 0, . . . , 4.




2 −1 0 0 −1
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
−1 0 0 −1 2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Решая задачу (7), получим сглаженный коцикл
?¯?1 = ?ˆ?1 + 𝑑?¯?1 = [ 0, 2 0, 2 0, 2 0, 2 0, 2 ]
𝑇
с 0-коцепью ?¯?1 = [ 1 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 ]𝑇 ; 𝑑?¯?1 = [ −0, 8 0, 2 0, 2 0, 2 0, 2 ]𝑇 ,
который минимизирует ‖ℒ𝑊 (?ˆ?1 + 𝑑?¯?1)‖22, так как ℒ𝑊 (?ˆ?1 + 𝑑?¯?1) =
[︀
0 0 0 0 0
]︀𝑇
и ‖ℒ𝑊 (?ˆ?1 + 𝑑?¯?1)‖22 = 0. Аналогично для 1-коцепи 𝜔2 = [0, 0, 0, 0, 1]𝑇 ∈ 𝐶1(𝑋,R) по-
лучим 0-коцепь ?¯?2 = [ 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 ]𝑇 . Расстояние между 𝜔1 и 𝜔2 (см. (3)):
𝑑𝑓1 =
√




В работе рассмотрена задача сравнения начального и терминального изображе-
ний, которая решается на основе построения минимизируемого функционала, ха-
рактеризующего эволюцию диффеоморфного преобразования изображения от на-
чального до терминального, и штрафа за отклонение траектории изображения от
требуемой траектории.
В работе применяются алгоритмы построения множеств полуинтервалов веще-
ственных баркодов персистентных гомологий для сравнения диффеоморфных изоб-
ражений объектов. Использование персистентных гомологий позволяет получить
дополнительную информацию об объекте: объем, цвет, момент времени формиро-
вания.
Для внедрения как геометрической, так и негеометрической информации в еди-
ные топологические описания предлагается метод, основанный на персистентных
когомологиях. Баркоды персистентных гомологий расширяются функциями от сим-
плексов для представления разнородной информации.
Для нахождения расстояния между изображениями при распознавании образов
предлагается модифицировать метод Вассерштейна и в формулу для расстояния
между изображениями, определяемую по баркодам персистентных гомологий, вве-
сти негеометрическую информацию о расстояниях между изображениями.
Важным направлением применения персистентных (ко)гомологий является изу-
чение инвариантов больших объемов данных.
Приложение 1. Топологический анализ данных [5,11]
Топологические пространства могут быть аппроксимированы симплициальны-
ми комплексами. Симплициальным комплексом является конечный набор множеств
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𝐾 = {𝜎𝑖}, где каждое 𝜎𝑖 является подмножеством некоторого конечного множества
вершин 𝐾0. Этот набор удовлетворяет следующему условию: если 𝜎𝑖 ∈ 𝐾 и 𝜏 –
грань 𝜎𝑖 (т.е. если 𝜏 ⊆ 𝜎𝑖), то 𝜏 ∈ 𝐾. Если 𝜎𝑖 имеет 𝑘 + 1 вершин, {𝜈0, 𝜈1, ..., 𝜈𝑘}, где
каждая пара вершин неэквивалентна, 𝜎𝑖 называется 𝑘-симплексом. 𝑘-скелет сим-
плициального комплекса 𝐾 является подкомплексом 𝐾, состоящим из симплексов
размерности 𝑘 и ниже. Геометрический 𝑘-симплекс можно рассматривать как вы-
пуклую оболочку 𝑘 + 1 аффинно независимых точек в R𝑑. Из-за этого точку назы-
вают 0-симплексом, ребро – 1-симплексом, треугольник – 2-симплексом, тетраэдр –
3-симплексом.
Рассмотрим построение симплициальных комплексов из точечных облаков, вло-
женных в R𝑑. Пусть 𝑆 = {𝑣0, 𝑣1, ..., 𝑣𝑘} , 𝑣𝑖 ∈ R𝑑, – заданное множество точек. Ком-
плекс Вьеториса-Рипса 𝑅 (𝑟) представляет собой симплициальный комплекс, по-
строенный на множестве точек; комплекс Вьеториса-Рипса имеет симплекс тогда,
когда все пары точек находятся на расстоянии, не превышающем 2𝑟:
𝑅(𝑟) = 𝜎 = 𝑆| ‖𝜈𝑖 − 𝜈𝑗‖ ≤ 2𝑟, ∀𝑖, 𝑗 (8)
Группы гомологии строятся с использованием линейных преобразований, на-
зываемых граничными операторами. 𝑘-цепь конечного симплициального комплек-




𝑎𝑖𝜎𝑖. Группа всех 𝑘-цепей 𝐶𝑘 (𝐾) является векторным пространством. Гра-
ничный оператор 𝜕𝑘 : 𝐶𝑘 → 𝐶𝑘−1 – линейное преобразование, порожденное отобра-
жением любого 𝑘-симплекса в сумму его 𝑘 − 1 граней, а именно:
𝜕𝑘 ({𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑘}) =
𝑘∑︁
𝑖=0
{𝜈0, . . . , 𝜈𝑖, . . . , 𝜈𝑘},
где 𝜈𝑖 означает, что 𝜈𝑖 отсутствует. Группа 𝑘-го цикла 𝑍𝑘 (𝐾) является ядром
граничного оператора 𝜕𝑘 с элементами, называемыми 𝑘-циклами:
Ker(𝜕𝑘) = {𝑐 ∈ 𝐶𝑘| 𝜕𝑘 (𝑐) = ∅} .
𝑘-я граничная группа 𝐵𝑘 (𝐾) – образ граничного оператора 𝜕𝑘+1, а его эле-
менты называются 𝑘-границами: Im (𝜕𝑘+1) = {𝑑 ∈ 𝐶𝑘| ∃𝑐 ∈ 𝐶𝑘+1 : 𝑑 = 𝜕𝑘+1 (𝑐)} .
Так как 𝜕𝑘 ∘ 𝜕𝑘+1 = 0, то 𝐵𝑘 (𝐾) является подгруппой в 𝑍𝑘 (𝐾). Таким образом,
можно определить 𝑘-ю группу гомологий 𝐻𝑘 (𝐾) как факторгруппу 𝑍𝑘 (𝐾) /𝐵𝑘 (𝐾).
Два 𝑘-цикла называются гомологичными, если они отличаются границей или если
они находятся в одном классе эквивалентности 𝐻𝑘 (𝐾). 𝑘-е число Бетти комплекса




Рассмотрим конечный симплициальный комплекс 𝐾 и 𝑓 – вещественнознач-
ную функцию на симплексах 𝐾, которая удовлетворяет соотношению 𝑓 (𝜏) ≤ 𝑓 (𝜎)
для всех 𝜏 ≤ 𝜎 симплексов в 𝐾. Для любого 𝑥 ∈ R подпоследовательность 𝐾,
связанная с 𝑥, определяется как 𝐾 (𝑥) = {𝜎 ∈ 𝐾| 𝑓 (𝜎) ≤ 𝑥}. Из предпо-
ложений о функции 𝑓 , 𝐾 (𝑥) всегда является симплициальным комплексом и
𝐾 (𝑥) ⊆ 𝐾 (𝑦) ; ∀𝑥 ≤ 𝑦. Пусть {𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑙} – отсортированный диапазон 𝑓 .
Фильтрация 𝐾 по 𝑓 является упорядоченной последовательностью его подком-
плексов: ∅ ⊂ 𝐾 (𝑥1) ⊂ 𝐾 (𝑥2) ⊂ . . . ⊂ 𝐾 (𝑥𝑙) ⊂ 𝐾. Последовательность включений
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𝐾 индуцирует линейные преобразования на последовательности векторных про-
странств
𝐻𝑘 (𝐾 (𝑥1)) → 𝐻𝑘 (𝐾 (𝑥2)) → . . .→ 𝐻𝑘 (𝐾 (𝑥𝑛)) .
Персистентная гомология отслеживает точку появления 𝑏 (birth) и точку исчез-
новения 𝑑 (death) нетривиальных классов гомологии по мере прохождения фильтра-
ции. Набор векторных пространств {𝑉𝑖} и линейных преобразований 𝑓𝑖: 𝑉𝑖 → 𝑉𝑖+1
называется модулем персистентности. Интервальный модуль 𝐼[𝑏,𝑑) является модулем
персистентности, для которого 𝑓𝑖 = 1, если 𝑖 ∈ [𝑏, 𝑑) ∈ 𝐵 и 0 – в противном слу-
чае, где 𝐵 – множество интервалов (баркодов) [𝑏, 𝑑). Интервальные модули можно
разложить в форме ⊕[𝑏,𝑑)∈𝐵𝐼[𝑏,𝑑). Эти интервалы точно кодируются, когда классы
гомологии появляются и исчезают в модуле персистентности.
Приложение 2. Когомологии [15,16]
По заданному цепному комплексу . . . → 𝐶𝑛+1 𝜕𝑛+1→ 𝐶𝑛 𝜕𝑛→𝐶𝑛−1 → . . . можно опре-
делить группу коцепей 𝐶𝑛 как группу всех гомоморфизмов, действующих из 𝐶𝑛 в Z
(или R). Каждая 𝑛-мерная коцепь является функционалом, заданным на цепи 𝐶𝑛.
Если функционал 𝒴 (𝒳 ) принимает значения коцепи 𝒴 на цепи 𝒳 , что можно запи-
сать в виде 𝒴 (𝒳 ) = ⟨𝒴 ,𝒳⟩, то определение кограничного оператора 𝑑𝑛 : 𝐶𝑛−1 → 𝐶𝑛
принимает форму определения сопряженного линейного оператора:
⟨𝑑𝑛𝒴 ,𝒳⟩ = ⟨𝒴 , 𝜕𝑛𝒳⟩ ,𝒳 ∈ 𝐶𝑛,𝒴 ∈ 𝐶𝑛−1; 𝑑𝑛+1 ∘ 𝑑𝑛 = 0.
Определим группы 𝑛-мерных коциклов: 𝑍𝑛 = Ker (𝑑𝑛) и 𝑛-мерных кограниц:
𝐵𝑛 = Im (𝑑𝑛−1). Факторгруппа 𝐻𝑛 = 𝑍𝑛/𝐵𝑛 называется 𝑛-мерной группой когомо-
логий коцепного комплекса.
Граничный оператор 𝜕𝑘 : 𝐶𝑘 → 𝐶𝑘−1 – линейное преобразование, порожденное
отображением любого 𝑘-симплекса в сумму его 𝑘 − 1 граней: 𝜕𝑘 ({𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑘}) =
𝑘∑︀
𝑖=0
{𝜈0, . . . , 𝜈𝑖, . . . , 𝜈𝑘}, где 𝜈𝑖 означает, что 𝜈𝑖 отсутствует. Кограничный оператор 𝑑𝑘 :
𝐶𝑘 (𝑋,R) → 𝐶𝑘+1 (𝑋,R) является аналогом граничных операторов для 𝑘-коцепи 𝛼:
𝑑𝑘(𝛼)([𝜈0, . . . , 𝜈𝑘]) =
𝑘∑︁
𝑖=0
(−1)𝑖𝛼([𝜈0, . . . , 𝜈𝑖, . . . , 𝜈𝑘]). (9)
Для персистентных когомологий можно построить диаграмму линейных преоб-
разований последовательности векторных пространств
𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥0) ,) ← 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥1) ,) ← . . .← 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥𝑙) ,) ,
аналогичную диаграмме для персистентных гомологий
𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥0)) → 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥1)) → . . .→ 𝐻𝑘 (𝑋 (𝑥𝑛)).
Пусть 𝑋 – конечный симплициальный комплекс и 𝑋0, 𝑋1, 𝑋2 обозначают мно-
жества вершин, ребер и треугольников комплекса 𝑋 соответственно. Предположим,
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что вершины упорядочены. Пусть A – коммутативное кольцо (например, Z или
R). Определим 0-коцепи, 1-коцепи и 2-коцепи (модули над A): 𝐶0 = 𝐶0 (𝑋;A) =
{𝑓 : 𝑋0 → A} , 𝐶1 = 𝐶1(𝑋;A) = {𝛼 : 𝑋1 → A} , 𝐶2 = 𝐶2 (𝑋;A) = {𝐴 : 𝑋2 → A} .
Примеры кограничных отображений:
𝑑0 : 𝐶
0 → 𝐶1; 𝑑1 : 𝐶1 → 𝐶2 :(𝑑0𝑓) (𝑎𝑏) = 𝑓 (𝑏)− 𝑓 (𝑎) ;
(𝑑1𝛼) (𝑎𝑏𝑐) = 𝛼 (𝑏𝑐)− 𝛼 (𝑎𝑐) + 𝛼 (𝑎𝑏) .
Пусть 𝛼 ∈ 𝐶1. Если 𝑑1𝛼 = 0, то 𝛼 – коцикл. Если 𝑑1𝑓 = 𝛼 допускает решение
𝑓 ∈ 𝐶0, то 𝛼 – кограница. Решение 𝑓 , если оно существует, можно рассматривать
как дискретный интеграл от 𝛼. Оно уникальное вплоть до добавления констант на
каждый связный компонент 𝑋.
Легко проверить, что 𝑑1𝑑0𝑓 = 0; ∀𝑓 ∈ 𝐶0. Таким образом, кограницами всегда
являются коциклы: Im (𝑑0) ⊆ Ker (𝑑1). Мы можем измерить разницу между ко-
границами и коциклами, определив 1-когомологию как фактор-модуль
𝐻1 (𝑋;A) = Ker (𝑑1) /Im (𝑑0). Два коцикла 𝛼, 𝛽 когомологичны, если 𝛼− 𝛽 кограни-
ца: 𝛼− 𝛽 = 𝑑1𝑓 .
Приложение 3. Лапласиан на симплициальном
комплексе [17]
Лапласиан на симплициальном комплексе для коцепей можно определить, снача-
ла определяя скалярное произведение и используя сопряженный оператор. Предпо-
лагая случай действительных чисел для 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝐶𝑘 (𝑋,R), скалярное произведение




Тогда сопряженный оператор 𝑑*𝑘 : 𝐶𝑘+1 (𝑋,R) → 𝐶𝑘 (𝑋,R), относительно
этого скалярного произведения, может быть определен из соотношения:
⟨𝑑𝑘𝛼, 𝛽⟩𝑘+1 = ⟨𝛼, 𝑑*𝑘𝛽⟩𝑘 , 𝛼 ∈ 𝐶𝑘 (𝑋,R) , 𝛽 ∈ 𝐶𝑘+1 (𝑋,R) .
Веса, отражающие размер симплексов, могут быть использованы для отражения




𝑠𝜎𝛼1 (𝜎)𝛼2 (𝜎), где 𝑠𝜎 – размер 𝜎, такой как площадь, если 𝜎 является
2-симплексом. Лапласиан на 𝑋𝑘 можно определить формулой: ℒ = 𝑑*𝑘𝑑𝑘 + 𝑑𝑘−1𝑑*𝑘−1.
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Abstract. An object shape analysis is a problem that is related to such areas as geometry, topol-
ogy, image processing and machine learning. For analyzing the form, the deformation between the
source and terminal form of the object is estimated. The most used form analysis model is the Large
Deformation Diffeomorphic Metric Mapping (LDDMM) model. The LDDMM model can be supple-
mented with functional non-geometric information about objects (volume, color, formation time). The
paper considers algorithms for constructing sets of barcodes for comparing diffeomorphic images, which
are real values taken by persistent homology. A distinctive feature of the use of persistent homology
with respect to methods of algebraic topology is to obtain more information about the shape of the
object. An important direction of the application of persistent homology is the study invariants of
big data. A method based on persistent cohomology is proposed that combines persistent homology
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technologies with embedded non-geometric information presented as functions of simplicial complexes.
The proposed structure of extended barcodes using cohomology increases the effectiveness of persistent
homology methods. A modification of the Wasserstein method for finding the distance between images
by introducing non-geometric information was proposed. The possibility of the formation of barcodes
of images invariant to transformations of rotation, shift and similarity is considered.
Keywords: pattern recognition, diffeomorphic transformations, persistent (co)homology, Wasserstein
distance
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